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RESUMO

O presente trabalho aborda a modelagem matematica como estratégia de ensino-
aprendizagem e tem como objetivo analisar a utilidade desta estratégia como uma
proposta eficaz para favorecer o ensino de Analise Combinatéria. Foi realizada uma
pesquisa bibliografica buscando identificar como a modelagem pode ser aplicada ao
ensino da disciplina em questdo. As informagdes obtidas estdo organizadas neste
trabalho da seguinte forma: inicialmente, apresentamos o conceito de modelo,
modelagem e modelagdo matematica; em seguida, expomos sobre o ensino de
Analise Combinatdria nas escolas e apresentamos o0s primeiros topicos que
constituem a matéria: o principio multiplicativo e as permutacbes simples; e
finalmente, apresentamos uma atividade onde se aplica a modelagem matematica

ao ensino de Analise Combinatoéria.

Palavras-chave: Modelagem Matematica, Modelagdo Matematica, Analise

Combinatodria
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1 INTRODUGAO

O trabalho que se segue aborda o tema Modelagem Matematica como estratégia de
ensino-aprendizagem — pode ser tomada também como método cientifico de
pesquisa — que, segundo Biembengut (2004), nas ultimas trés décadas vem
ganhando “espago” em diversos paises, nas discussbes sobre ensino e
aprendizagem, com posicionamentos a favor e contra sua utilizacdo como estratégia

de ensino.

Entendendo modelagem matematica como “arte de expressar por meio de
linguagem matematica situagdes-problema de nosso meio” (BIEMBENGUT, 2004, p.
11) e baseando-se na proposta curricular de Matematica para a Educacgao Basica da
Secretaria de Estado de Educacao de Minas Gerais, que cita a importancia do
professor ressaltar a relagao entre os conceitos abstratos com as suas aplicagbes

concretas do dia-a-dia, percebemos o quanto é util o trabalho com modelagem.

A modelagem pode ser aplicada ao ensino de diversos conteudos matematicos
trabalhados no ensino fundamental, médio e superior. Este trabalho tem como objeto
de estudo a aplicabilidade da modelagem matematica no ensino de Analise

Combinatdria para o Ensino Médio.

A Analise Combinatdria € uma importante ferramenta que o cidadao necessita para
resolver problemas reais. Porém, observa-se que o ensino desta matéria na escola,
na maioria das vezes, limita-se ao uso de férmulas nela contidas para calcular o que
esta sendo pedido em um determinado problema, sem proporcionar ao aluno a
interpretacdo e entendimento necessarios para que aplique em problemas variados
do dia-a-dia. E € dentro deste contexto que o uso da modelagem matematica entra

como uma ferramenta eficaz para o ensino de Analise Combinatéria.

Percebendo a dificuldade dos professores em apresentar os tdpicos de Analise
Combinatoria e a consequente dificuldade dos alunos em aprender a matéria, foi
formulado o problema de pesquisa: Como a modelagem matematica pode ser

aplicada para favorecer o ensino de Analise Combinatdria?
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Para responder essa questdo, € necessario saber o que € um modelo, o que é
modelagem matematica e como implementar a modelagem como método de ensino
de matematica. Além disso, é preciso analisar como a Analise Combinatéria vem
sendo trabalhada pelos professores de Matematica e quais sdo os principais topicos

que constituem a matéria.

Para tanto, foi realizada uma pesquisa bibliografica com abordagem qualitativa sobre
a modelagem matematica e sobre o ensino de Andlise Combinatéria. Para
complementar a pesquisa, apresentamos uma atividade a ser desenvolvida em sala
de aula, onde é utilizada a modelagem matematica aplicada ao ensino de Analise
Combinatéria. A finalidade dessa proposta de atividade € unir a teoria apresentada a
pratica em sala de aula, servindo como referéncia para o professor e contribuindo

para obter o resultado da pesquisa.

O objetivo deste trabalho é analisar a utilidade da modelagem matematica como
uma proposta eficaz para favorecer o ensino de Analise Combinatoéria e destina-se
aos professores que procuram conhecer ou ampliar o conhecimento sobre o tema,
em especial aqueles que trabalham com o ensino de Analise Combinatéria no

Ensino Médio.



2 MODELAGEM E MODELOS MATEMATICOS

Segundo Bassanezi (2004, p. 17), a modelagem matematica “consiste na arte de
transformar problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los
interpretando suas solugdes na linguagem do mundo real”. E de acordo com este
mesmo autor, a modelagem matematica, em seus varios aspectos, “¢ um processo
que alia teoria e pratica, motiva seu usuario na procura do entendimento da

realidade que o cerca e na busca de meios para agir sobre ela e transforma-la”.

Sobre a relevancia do tema, segundo Biembengut, a modelagem matematica

pode tornar-se caminho para despertar no aluno interesse por assuntos de
matematica e, também, de alguma area da ciéncia que ainda desconheca,
ao mesmo tempo em que ele aprende a arte de modelar, matematicamente.
Isso porque é dada ao aluno a oportunidade de estudar situagdes-problemas
por meio de pesquisa, desenvolvendo seu interesse e agugando seu senso
investigativo e criativo. (BIEMBENGUT, 2004, p. 23)

Antes de apresentar os procedimentos requeridos no trabalho com modelagem, &
preciso entender o conceito de modelo matematico. De acordo com Biembengut
(2004, p. 16), um modelo “é um conjunto de simbolos os quais interagem entre si
representando alguma coisa. Essa representacdao pode se dar por meio de desenho
ou imagem, projeto, esquema, grafico, lei matematica, dentre outras formas”. De
acordo com o objeto de estudo desta pesquisa, um exemplo de modelo matematico

€ a férmula dos arranjos simples:

n!
" (n-p)!
Para a elaboragdo de um modelo € preciso seguir um conjunto de procedimentos,

que formam o processo chamado de modelagem. Segundo Biembengut,

Esses procedimentos que perfazem, praticamente, o mesmo percurso da
pesquisa cientifica, podem ser divididos em trés etapas, subdivididas em

sete sub-etapas, a saber:



12 Etapa: Inteiracao

- reconhecimento da situagao-problema — delimitagdo do problema;
- familiarizagdo com o assunto a ser modelado — referencial tedrico.
22 Etapa: Matematizagao

- formulagéo do problema — hipétese;

- formulagao do modelo matematico — desenvolvimento;

- resolugao do problema a partir do modelo — aplicagao.

32 Etapa: Modelo matematico

-interpretacao da solugao;

- validagao do modelo — avaliagéo. (BIEMBENGUT, 2004, p. 17)

Na primeira etapa (inteiragdo), o aluno fara um estudo tanto indireto (leituras) quanto
direto (através da experiéncia) da situagéo-problema, procurando reconhecé-la para
que se torne clara. Os dados deverao ser registrados aos detalhes para que possam
ser bem aproveitados durante o processo de modelagem. A segunda etapa
(matematizacado) desafiard o aluno exigindo dele légica para dedugdes, dominio
algébrico ou geométrico (dependendo do contexto), para que possa, com rigor
matematico, elaborar o modelo, identificando as constantes e variaveis envolvidas e
selecionando os simbolos apropriados para essas variaveis. O objetivo € encontrar
alguma equacgao algébrica (como formulas) ou algum tipo de representagéo
geométrica (como graficos) que permita a resolugdo da situagao-problema. Apos
estar com o0 modelo em maos, passa-se para a terceira etapa (Modelo matematico)
que consiste na interpretacdo e validacdo do modelo através da sua aplicagao em

diferentes contextos dentro do assunto estudado.

Vale ressaltar que “o processo de modelagem requer do modelador, além do talento
para a pesquisa, conhecimento matematico e capacidade de fazer leitura do
fenbmeno sob otica matematica”. (BIEMBENGUT, 2004, p. 17)



3 MODELAGAO MATEMATICA

A modelagem matematica pode ser vista sob dois enfoques: método de pesquisa ou
método de ensino. Em sua esséncia € um método de pesquisa, porém, nas ultimas
décadas, vem crescendo a sua utilizagdo como metodologia no processo de ensino
e aprendizagem da matematica. Assim, foi denominado como modelagao
matematica o método que se utiliza da esséncia da modelagem no ensino. Ou seja,
€ uma adaptagdo do processo de modelagem, como método de pesquisa, para o

ensino.

A modelagdo matematica pode ser usada em qualquer nivel de escolaridade.
Segundo Biembengut (2004, p. 30), “objetiva-se, fundamentalmente, proporcionar ao
aluno melhor apreensdao dos conceitos matematicos; capacidade para ler,
interpretar, formular e resolver situagdes-problemas e, também, desperta-lhe senso

critico e criativo.”

Para implementar a modelagédo, o professor atua em duas abordagens: uma que lhe
permita desenvolver o conteudo programatico e, ao mesmo tempo, apresentar o
processo de modelagem e a outra em que orienta seus alunos a modelar —
pesquisar. Nesta primeira abordagem, elabora-se um modelo matematico ou toma-
se um modelo pronto e adapta-o para o ensino, isto €, adapta o processo para se

elaborar o modelo — modelagem matematica.

Isso envolve o professor em uma série de etapas:

1) Inicia a aula com breve explanacdo sobre o tema aos alunos,
instigando-os a levantarem questdes e/ou sugestdes sobre o assunto
abordado que, certamente, abrirdo caminhos para atingir as metas
propostas.

2) Dentre as questdes ou sugestdes levantadas pelos alunos, seleciona-se
uma ou mais que permita desenvolver o contelido programatico. Se for
possivel e/ou conveniente, pode-se propor aos alunos que fagam
pesquisa sobre o assunto, seja por meio de bibliografia ou entrevista a

algum especialista.
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3) Baseados nos dados, o professor e os alunos passam a formular o
problema levantando hipoteses, equacionando ou organizando os dados
de tal forma a requerer o conteudo matematico para resolugéo.

4) Neste momento, apresenta-se o conteldo programatico (conceito,
definicao, propriedades etc.) e procura-se fazer elo com a questdo que
gerou o processo.

5) Em seguida, apresenta-se exemplos analogos, ampliando o leque de
aplicacées. O estimulo e orientacdo para o uso da tecnologia
(calculadoras e/ou computadores) nesta etapa é importante.

6) Uma vez desenvolvido o conteludo, retorna-se a questdo que gerou o
processo, formula-se o modelo e resolve-se o problema a partir desse
modelo.

7) Finalizando essa etapa, € importante que o aluno interprete a solugao, e
avalie o resultado - validagdo. Isso permite ao aluno melhor
compreensdo ou discernimento dos resultados obtidos. (BIEMBENGUT,
2004, p. 30)

Essas sete etapas nao precisam ser cumpridas em uma unica aula. O professor
pode planejar de modo que sejam cumpridas em diversas aulas dentro de um
periodo letivo: as duas primeiras etapas em uma aula; a pesquisa sobre o assunto
pode ser tarefa extra-casse; as trés etapas seguintes em uma segunda aula; e as
duas ultimas no momento em que o professor perceber que os alunos ja

aprenderam bem o conteudo proposto.

A segunda abordagem é feita paralelamente ao desenvolvimento do conteudo
programatico. Para facilitar a condugdo, o professor pode propor que os alunos
formem grupos de acordo com seus interesses e afinidades. E importante que no
planejamento sejam estabelecidos pelo menos cinco momentos em sala de aula

para efetuar as devidas orientagdes.

O objetivo central deste trabalho é criar condigcbes para que os alunos
aprendam a fazer pesquisa — atividade pouco comum, apesar de fazer parte
do curriculo; passem a atuar/fazer e ndo apenas receber pronto sem
compreender o significado do que estdo estudando; promover
conhecimento, criatividade e senso critico, principalmente na formulagdo e
validacdo do modelo; inteirar-se dos trabalhos dos demais grupos, no

seminario e, dentre outras coisas, aplicar as normas da metodologia
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cientifica, ao elaborar uma exposi¢céo escrita do trabalho. (BIEMBENGUT,
2004, p. 31)

O professor que queira utilizar-se da modelagao, mas nao se sente preparado, pode
comecgar por aprender a partir de alguns modelos matematicos classicos ou
trabalhos de modelagem matematica realizados no ensino. Deve escolher um
trabalho de modelagem ou um modelo matematico pronto para estuda-lo. Esse
trabalho ou modelo escolhido servira de guia e permitira que o professor tome
conhecimento da modelagem matematica: tema, conceitos, dados, formulagao.
Segundo Biembengut (2004, p.33), para aprender como se constitui um modelo
matematico, “é preciso escolher um de facil compreensao, relevado interesse e que
atenda as condi¢cdes quanto ao conteudo matematico do programa curricular”. E de

acordo com esta mesma autora:

Nem sempre o modelo matematico ou trabalho de modelagem é
apresentado em detalhes relativos aos procedimentos e conteludos
matematicos que foram utilizados. Isso exigira que o professor faga:

- leitura atenta dos dados sobre o tema do modelo;

- andlise cuidadosa sobre a(s) formula(s) matematica(s) contida(s) no texto;
- levantamento de quais teorias ndao-matematicas fazem parte do modelo;

- levantamento de quais teorias sdo pré-requisitos;

- estudo sobre 0 assunto ou a teoria que for pré-requisito, se for necessario.
(BIEMBENGUT, 2004, p. 33)

Passando da aprendizagem do professor para a sua pratica em sala de aula
(momento de implementar a modelagdo matematica), a questdo passa a ser traduzir
o modelo de forma didatica, permitindo desenvolver o conteudo programatico e, ao
mesmo tempo, proporcionando ao aluno inteirar-se com o tema de outra area do

conhecimento.

O sucesso do trabalho depende do planejamento, que permite antecipar condigdes e

situacdes, além de proporcionar meios para atingir ao maximo os objetivos.

Biembengut (2004) sugere que o professor estabelega os objetivos que espera
atingir; elabore texto de facil compreensdo sobre o modelo, com as idéias e os

conceitos essenciais, para ser apresentado aos alunos; elabore uma ou mais
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questdes cuja formulagcédo e resolugdo de cada uma leve ao conteudo matematico
que quer ensinar; avalie o tempo para essa abordagem e para o ensino do
conteudo; procure organizar a formulagao do problema de forma a levar ao conteudo
programatico e, ao mesmo tempo, justificar a necessidade e importancia deste;
determine o momento para desenvolver o conteudo programatico; elabore exemplos
analogos, propiciando maior numero de aplicagdes do conteudo e, também, de
informagdes que contribuam para a produgao de conhecimentos; planeje atividades
em que os alunos possam apresentar exemplos aplicados a outras areas do
conhecimento; preveja o momento de retornar a questéo inicial e concluir o modelo;
e planeje como orientar os alunos para elaborarem o trabalho de modelagem, seja
na formagdo de grupos, organizacdo e sele¢cdes das questdes, utilizacdo de
materiais seja na fomentagdo de discussdes sobre o tema. Diretrizes, formas de
atuacao e recursos audiovisuais sao algumas variaveis que atuam como forgas

propulsoras.

E importante destacar também as vantagens e dificuldades do trabalho com
modelagem matematica no ensino. Segundo Bassanezi, no processo evolutivo da

Educagao Matematica,

a inclusdo de aspectos de aplicagbes e mais recentemente, resolucado de
problemas e modelagem, tém sido defendida por varias pessoas envolvidas
no ensino de matematica. Isto significa, entre outras coisas, que a matéria
deve ser ensinada de um modo significativo matematicamente,
considerando as proprias realidades do sistema educacional. (BASSANEZI,
2004, p. 36)

De acordo com isto, destacam-se algumas vantagens: a modelagem matematica
desenvolve nos estudantes capacidades e atitudes que os tornam explorativos,
criativos e habilidosos na resolugcdo de problemas; os prepara para a vida real como
cidadaos atuantes na sociedade, competentes para ver e formar juizos préprios,
reconhecer e entender exemplos representativos de aplicagdes de conceitos
matematicos; os prepara também para utilizar a matematica como ferramenta para
resolver problemas em diferentes situacbes e areas; fornece ao estudante um rico

arsenal para entender e interpretar a prépria matematica em todas as suas facetas;
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e facilita ao estudante compreender melhor os argumentos matematicos, guardar os

conceitos e os resultados, e valorizar a propria matematica.

As dificuldades podem ser tanto instrucionais, quanto para estudantes e professores.
Os cursos regulares possuem um programa que deve ser desenvolvido
completamente. A modelagem pode ser um processo muito demorado ndo dando
tempo para cumprir o programa todo. Por outro lado, alguns professores tém duvida
se as aplicacbes e conexdes com outras areas fazem parte do ensino de
Matematica, salientando que tais componentes tendem a distorcer a estética, a
beleza e a universalidade da Matematica. O uso da Modelagem foge da rotina do
ensino tradicional e os estudantes, ndo acostumados com o processo, podem se
perder e se tornar apaticos nas aulas. Muitos professores ndo se sentem habilitados
a desenvolver modelagem em seus cursos, por falta de conhecimento do processo
ou por medo de se encontrarem em situagbes embaragosas quanto as aplicagdes de

matematica em areas que desconhecem.

A modelagem no ensino é apenas uma estratégia de aprendizagem, onde o
mais importante ndo é chegar imediatamente a um modelo bem sucedido
mas, caminhar seguindo etapas onde o conteudo matematico vai sendo
sistematizado e aplicado. Com a modelagem o processo de ensino-
aprendizagem ndo mais se da no sentido Unico do professor para o aluno,
mas como resultado da interacdo do aluno com seu ambiente natural.
(BASSANEZI, 2004, p. 38)
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4 SOBRE O ENSINO DE ANALISE COMBINATORIA

Ultimamente, a sociedade exige cada vez mais que o cidaddo desenvolva
habilidades que possibilitem a resolugdo de problemas do dia-a-dia com mais
velocidade e de um modo eficaz, seja no trabalho ou em outros ambientes. Com
isso, as matrizes curriculares apresentadas pelas escolas de ensino fundamental e
médio vém se adequando a essa realidade na tentativa de possibilitar ao cidadao

uma educacao voltada para as exigéncias do dia-a-dia.

Um dos conteudos trabalhados durante o ensino médio é a Analise Combinatdria,
que possui uma variedade de aplicacbes em problemas reais. Como exemplo, tem-
se a seguinte situacdo-problema: Usando as 26 letras e os 10 algarismos
conhecidos, quantas placas diferentes de automoével podem ser feitas de modo que,
em cada uma, existam trés letras (ndo repetidas) seguidas de quatro algarismos
(repetidos ou nédo)? Segundo Dante (2005), problemas como este envolvem o
calculo do numero de agrupamentos que podem ser feitos com os elementos de um
ou mais conjuntos, submetidos a certas condi¢des, e sédo resolvidos por meio dos

assuntos que constituem a Analise Combinatéria.

Porém, percebe-se certa dificuldade tanto do professor em ensinar, quanto do aluno
em aprender e aplicar os tépicos que compde a Analise Combinatéria. Segundo
Schliemann (citado por Pinheiro, 2007, p. 1), ao realizar observagdes néo
sistematicas de aulas sobre analise combinatdria, verificou que o ensino escolar
limita-se quase sempre ao treinamento no uso de formulas e algoritmos para
encontrar o numero de arranjo, combinagdes ou permutagdes sem proporcionar que
os alunos derivem as referidas formulas pelo uso da manipulagcdo dos elementos.
Ou seja, o professor apresenta as férmulas e os alunos decoram sem saber ao certo
em quais problemas irdo usar cada uma. E a preocupacdo com que férmula usar
limita o aluno, no sentido de n&o possibilitar que este procure compreender os textos

dos problemas.

Como observou Sabo (2007), muitos professores de matematica, por diversas

razoes, evitam, ou até nao abordam, de forma consistente, o tema: Analise
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Combinatdria. Muitos alegam ser dificil ensinar, outros, que os alunos nao tém
capacidade de aprender algo tao sofisticado, alguns afirmam que o tempo (ano
letivo) é insuficiente e entdo torna necessario optar por alguns temas que julgam

mais importantes.

Algumas vezes, observo professores afirmando que eles préprios ndo tém
esses conceitos construidos de forma sdlida e significativa, e, por esse
motivo, evitam abordar o tema ou, optam, apenas, a apresentar aos alunos
um processo de aplicagdo de férmulas prontas, sem justificativas ou
explicagbes. Assim sendo, o aluno necessita utilizar-se da memorizagéo
para aplicar a formula certa na resolugdo de problemas especificos, ou seja,
o ensino de Analise Combinatdria torna-se tecnicista e operacional.

Acredito que, neste contexto, o aluno sente a necessidade de adivinhar a
formula pertinente para encontrar a resposta do problema. Essa atitude
pode favorecer o nao desenvolvimento do raciocinio combinatério como

também, a ndo construgéo dos conceitos desse tema. (SABO, 2007, p. 8)

Um dos tépicos que constituem a Analise Combinatéria € o Principio Multiplicativo,
apresentado pela primeira vez no 5° ou 6° ano do ensino fundamental e que introduz
a matéria no ensino médio. E importante que este tépico fique muito claro para os
alunos, pois é essencial para a compreensdo de outros temas subseqlentes da
analise combinatoria. Para a construgao do principio multiplicativo, é importante que
o aluno saiba listar as primeiras possibilidades de agrupamento dos dados, dai a
importancia do uso da arvore de possibilidades, que assegura a correta contagem

ou uso do principio multiplicativo.

Ficando claro o principio multiplicativo, acredita-se que o0s alunos estarao
preparados para aprender os topicos que dao sequéncia a matéria e estardo aptos a
usar de modo correto as férmulas apresentadas durantes estes topicos, pois, de
acordo com os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (2000, p. 126-
127):
A Contagem, ao mesmo tempo que possibilita uma abordagem mais
completa da probabilidade por si s6, permite também o desenvolvimento de
uma nova forma de pensar em Matematica denominada raciocinio

combinatério. Ou seja, decidir sobre a forma mais adequada de organizar

nuameros ou informacdes para poder contar os casos possiveis ndo deve ser
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aprendido como uma lista de férmulas, mas como um processo que exige a
construgdo de um modelo simplificado e explicativo da situagao. As férmulas
devem ser conseqiéncia do raciocinio combinatério desenvolvido frente a
resolugao de problemas diversos e devem ter a fungdo de simplificar

célculos quando a quantidade de dados € muito grande.

Ao utilizar a modelagem como método no ensino de analise combinatéria, € de
fundamental importadncia que o professor, ao iniciar o processo, trabalhe com o
principio multiplicativo deixando-o claro para os alunos. Pois, supondo que o modelo
ao qual se quer chegar seja a formula dos arranjos simples, a formulagdo deste

dependera deste principio fundamental.
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5 PRINCIPIO MULTIPLICATIVO ou PRINCIPIO
FUDAMENTAL DA CONTAGEM

A multiplicagcdo € a base de um raciocinio muito importante em Matematica,
chamado principio multiplicativo. O principio multiplicativo constitui a ferramenta
basica para resolver problemas de contagem sem que seja necessario enumerar

seus elementos. Acompanharemos a resolugéo de alguns problemas.

1°) Uma pessoa quer viajar de Recife a Porto Alegre passando por Sao Paulo.
Sabendo que ha 5 roteiros diferentes para chegar a Sdo Paulo partindo de Recife e
4 roteiros diferentes para chegar a Porto Alegre partindo de Sao Paulo, de quantas

maneiras possiveis essa pessoa podera viajar de Recife a Porto Alegre?

Para facilitar a compreens&o vamos utilizar o seguinte esquema:

%_-:550 Paulo—A
Recife 3 E?Punu Alegre
4 D

]
5 possibilidades 4 possibilidades

Total de possibilidades: 5 - 4 = 20. Sao elas:

1A 1B 1C 1D
2A 2B 2C 2D
3A° 3B 3C 3D
4A 4B 4C 4D
5A 5B 5C 5D

Portanto, nas condigdes do problema, ha 20 maneiras possiveis de viajar de Recife

a Porto Alegre, passando por Séao Paulo.
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2°) Ao langarmos uma moeda e um dado, quantos sdo os resultados possiveis?

Temos as possibilidades indicadas para o resultado (sendo C: cara e K: coroa).

2+ B = 12 possibilidades

Observemos que o evento tem duas etapas, com 2 possibilidades em uma e 6

possibilidades em outra, totalizando 2 - 6 = 12 possibilidades.

De um modo geral, temos:

Se um evento é composto por duas etapas sucessivas e independentes de
tal maneira que o numero de possibilidades na primeira etapa € m e o
namero de possibilidades na segunda etapa € n, entdo o numero total de

possibilidades de o evento ocorrer é dado pelo produto mn. (DANTE, 2005,

p. 272)

Esse principio pode ser generalizado para agdes constituidas de mais de duas

etapas sucessivas.
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6 PERMUTAGOES SIMPLES

Permutar é sinGnimo de trocar. Intuitivamente, nos problemas de contagem,

devemos associar a permutacdo a nogcao de misturar.

Vejamos quantos agrupamentos € possivel formar quando temos n elementos e

todos serado usados em cada agrupamento. Observemos os problemas:

1°) Quantos numeros de 3 algarismos (sem repeti-los num mesmo numero)

podemos formar com os algarismos 1, 2 e 3?

Podemos fazer uma arvore de possibilidades:
2—3 123
<535 12
1—3 213
2= s
1—2 312
355 3o
3 . 2 . 1= 6 possibilidades

Pelo principio fundamental da contagem temos 3 - 2 - 1 = 6 numeros.

Vemos que a ordem dos algarismos tem fundamental importancia, pois todos os

numeros diferem entre si pela ordem de seus algarismos.

2°) Quantos sao os anagramas (diferentes disposigdes das letras de uma palavra)
da palavra ANEL?

4« 3« 2 1 = Mpossibilidades

Ha 4 possibilidades para a primeira posigao, 3 possibilidades para a segunda, 2

possibilidades para a terceira e 1 possibilidade para a quarta posigao.

Pelo principio fundamental da contagem temos 4 - 3 - 2 - 1 = 24 anagramas.



De modo geral:
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Se temos n elementos distintos, entdo o numeros de agrupamentos

ordenados que podemos obter com todos esses n elementos € dado por:
nn—-1)(n—-2)e..*e3¢2+1=nl

Esses agrupamentos ordenados (diferem pela ordem) recebem o nome de

permutagées simples. Indicamos por P,, 0 nimero de permutagdes simples

de n elementos:

(DANTE, 2005, p. 273)
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7 UTILIZANDO A MODELACAO MATEMATICA PARA SE
CHEGAR A FORMULA DOS ARRANJOS SIMPLES

Sera apresentada uma atividade a ser desenvolvida em sala de aula, onde se usa a
modelagem matematica como estratégia de ensino (modelagdo matematica) da
Analise Combinatdria. O trabalho tera como tema “As placas de automoével” e o
problema a ser formulado levara ao desenvolvimento do modelo matematico: a

férmula dos arranjos simples.

Iniciaremos apresentando um breve historico sobre o tema, que servira de referéncia
para o professor, e daremos sequéncia expondo os procedimentos para o

desenvolvimento do trabalho.

7.1 AS PLACAS DE AUTOMOVEL

Origem: Wikipédia

As placas de automovel no Brasil sdo emitidas pelos departamentos de transito

(DETRAN) de cada estado, seguindo uma sequéncia unica para todo pais.

O sistema atual € o RENAVAM (Registro Nacional de Veiculos Automotores). Foi
criado através do decreto-lei n°® 237 de 23 de fevereiro de 1967, estabelecido de
maneira gradativa e teve a primeira implantacao efetiva ocorrida em 1990 no estado

do Parana.

O primeiro sistema foi utilizado de 1901, quando os primeiros veiculos a motor
comegaram a ser emplacados, até 1941. No inicio, o transito era assunto de
competéncia municipal. Cada municipio expedia as suas placas, que eram iguais em
todo o territério nacional. Eram pretas com letras brancas, tinham uma letra (P:
particular; A: aluguel) e uma quantidade de numeros que variava de 1 a 5 digitos.
Exemplos: P 6, A 25, A 587, P 1-349, P 12-879


http://pt.wikipedia.org/wiki/1990
http://pt.wikipedia.org/wiki/Estado_%28subdivis%C3%A3o%29
http://pt.wikipedia.org/wiki/Paran%C3%A1
http://pt.wikipedia.org/wiki/1901
http://pt.wikipedia.org/wiki/1941
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O segundo sistema (sistema numeérico) foi usado entre 1941 e 1969. Ele introduziu
as cores: veiculos de transporte pago (placas vermelhas com letras brancas), oficiais
(placas brancas com letras pretas) e particulares (placas laranjas com letras pretas).
Nesse sistema, o nome dos municipios vinha antes da sigla dos estados. As
combinagdes eram numericas, agrupadas duas a duas: a mais comum era do tipo
12-:34-56; entretanto, em estados com menos automoéveis (ou para propésitos
especiais), havia também as combinagdes 1-23, 12:34 e 1:23-45. No estado de Séo
Paulo, chegou a haver a combinagao 1-23-45-67. As placas de motocicletas eram
ovais, possuiam apenas a sigla do estado (como era comum nas placas traseiras de

outros veiculos) e embaixo tinham o ano da expedigao.

O terceiro sistema (sistema alfanumérico — duas letras e quatro numeros) foi usado
entre 1969 e 1990 (em alguns estados, estendeu-se até 1999). Neste sistema, cada
estado possuia uma sequéncia que poderia repetir-se em todos os estados. Os
prefixos eram vinculados aos municipios, exigindo a troca da placa toda vez que o
veiculo fosse vendido para alguém residente em outro municipio. A sigla do estado
passou a vir antes do nome do municipio. Nesta época, a mudanga de cor resumiu-
se a troca do laranja, nas placas particulares, pelo amarelo. As demais placas
permaneceram com suas cores do sistema anterior. Os principais problemas deste

sistema eram os seguintes:

» Quando os sistemas de bancos de dados computadorizados comegaram a
ser implantados, surgiram incompatibilidades, visto que: a placa AB-0123
poderia existir em cada um dos estados; as motocicletas usavam uma
sequéncia paralela com apenas trés numeros. A placa AB-123 (motocicleta)
seria confundida pelos computadores com a placa AB-0123.

= O numero maximo de prefixos disponiveis por estado era de apenas 676
combinagdes (26 X 26), ndo havendo disponibilidade de prefixos para todos
0S municipios, uma vez que, em alguns estados, 0 humero de municipios é
quase o mesmo de prefixos ou até maior, além do fato de que os municipios
mais populosos chegavam a ter dezenas de prefixos. O estado de Minas

Gerais na época tinha 722 municipios.


http://pt.wikipedia.org/wiki/1941
http://pt.wikipedia.org/wiki/1969
http://pt.wikipedia.org/wiki/Munic%C3%ADpio
http://pt.wikipedia.org/wiki/Estado_%28subdivis%C3%A3o%29
http://pt.wikipedia.org/wiki/Motocicleta
http://pt.wikipedia.org/wiki/Oval
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As limitagbes técnicas do sistema com duas letras e quatro numeros levaram a
implantagéo, a partir de 1990, de um novo sistema de identificagdo das placas, com
o acréscimo de mais uma letra. Dentre as outras modificagdes, houve a mudanca da

cor das placas particulares de amarelo para cinza.

Escolheu-se a forma "ABC-1234" com um hifen ou ponto entre as letras e os
numeros. Acima da combinagdo ha uma tarjeta metdlica com a Unidade da
Federagdo (RS = Rio Grande do Sul, SC = Santa Catarina etc.) e o0 nome do
municipio onde o veiculo esta registrado. A tarjeta pode ser trocada quebrando o
lacre (feito de plastico ou chumbo).

O simples acréscimo de mais uma letra nas placas possibilitou a criagcdo de um
cadastro nacional unificado de veiculos. A combinagédo alfanumérica dada a um
veiculo nado pode ser transferida a outro, ser substituida, nem é permitido o

reaproveitamento da combinacao por outro veiculo, mesmo apds o sucateamento.
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7.2 INTEIRAGAO

Esta é a primeira etapa do processo de modelagem. E nela que o aluno se
familiarizara com o assunto a ser apresentado pelo professor, que iniciara a aula

com breve explicacao sobre o tema: As placas de automével.
E neste momento que o professor levantara algumas questdes do tipo:

= Quais sao as caracteristicas das placas de automovel?
» Sera que existe mais de um veiculo com a mesma placa em todo Brasil?
= Uma pessoa pode trocar a placa de seu veiculo?

= As placas de automdvel sempre tiveram a mesma estrutura?

Os alunos apresentardo as suas hipéteses e novas questdes podem ser levantadas
por eles a partir dai. E nesta hora que o professor ird propor uma pesquisa sobre o
assunto. A turma sera dividida em grupos com no maximo quatro alunos cada. A
primeira parte desta pesquisa consistira na observacao das placas dos automoveis

nas ruas e na anotacao de todos os dados das placas.

Tudo isto deve ser planejado para ser discutido em uma primeira aula. Numa
segunda aula, o professor pedira que os alunos apresentem os dados obtidos com a
primeira parte da pesquisa. A utilizacdo do quadro sera necessaria para o professor
registrar os exemplos das placas que os grupos trouxeram. E importante que

registre exemplos de todos os grupos.

Assim, sera possivel responder a algumas questdes levantadas sobre as
caracteristicas e estruturas das placas: a disposi¢gao das letras e numeros; cores;

etc.

Ainda na segunda aula, apos este primeiro momento, o professor apresenta a
segunda parte da pesquisa, que consiste na leitura de um primeiro texto (dado pelo

professor) abordando um breve histérico sobre o assunto.
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Com este texto, o aluno devera ser capaz de responder aos outros questionamentos

levantados, como a possibilidade ou ndo de haver mais de um veiculo com a mesma

placa em todo Brasil; se uma pessoa pode trocar a placa de seu automovel; se as

placas sempre tiveram a mesma estrutura; etc.

Nesta segunda aula, o aluno devera obter as seguintes respostas:

As placas atuais possuem trés letras das 26 do nosso alfabeto, seguidas de
quatro algarismos dos 10 conhecidos (0,1,2,3,4,5,6,7,8 e 9). Acima desta
combinacdo ha a sigla do estado seguida do nome do municipio onde o
veiculo esta registrado. A cor de cada placa esta de acordo com o tipo de uso

do veiculo.

= MG EELD HDHIZDHTE

BRA-2002

A combinagédo alfanumérica dada a um veiculo ndo pode ser transferida a
outro, ser substituida, nem é permitido o reaproveitamento da combinacao por
outro veiculo, mesmo apos o sucateamento. Ou seja, ndo é possivel existir
mais de um veiculo com a mesma placa em todo o Brasil e a placa de veiculo

nao pode ser trocada.

A estrutura das placas mudou de acordo com a necessidade de registro dos
automoéveis e quantidade suficiente de prefixos para atender a todos os

estados.
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7.3 MATEMATIZAGAO

Nesta segunda etapa do trabalho, a ser planejada para uma terceira aula, o
professor formulara o problema. Os alunos, baseados em uma analise criteriosa da
situagao problema, classificardo as informagdes relevantes, formulardo as hipéteses,
identificardo as variaveis envolvidas, selecionardo os simbolos apropriados e

descreverao as relagbes em termos matematicos, elaborando o modelo.

Claro que o professor estara, a todo o momento, mediando o processo.

O objetivo principal dessa etapa do processo de modelagem é chegar a um
conjunto de expressodes aritméticas, formulas, equacdes algébricas, graficos,
representacdes ou programa computacional que leve a solugéo ou permita a
deducgdo da solugdo. Uma vez modelada, resolve-se a situagao-problema a
partir do modelo e realiza-se a aplicagdo. (BIEMBENGUT, 2004, p.18)

A situacdo problema é a seguinte: Usando as 26 letras e os 10 algarismos
conhecidos, quantas placas diferentes de automével podem ser feitas de modo que,
em cada uma, existam trés letras (ndo repetidas) seguidas de quatro algarismos

(repetidos ou n&o)?

Este problema limita-se a um tipo especifico de placa: as que possuem as trés letras
distintas. E importante ressaltar que as placas emitidas pelo DETRAN podem
possuir letras repetidas. Logo a quantidade de placas procurada é menor do que o

total de placas que podem ser emitidas pelo DETRAN.

A principio, o professor pode pedir aos grupos que calculem o numero total de
placas que podem ser emitidas pelo DETRAN, levando-se em conta que ndo pode

haver placas com todos os algarismos nulos.

Primeiramente, podem determinar de quantas formas podemos dispor as letras.
Como sabemos que o alfabeto possui 26 letras e € permitida a repeticdo, ha 26
maneiras para a escolha da primeira letra, 26 para a segunda e 26 para a terceira.

Portanto, existem, pelo principio fundamental da contagem:
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26 + 26 + 26 = 17.576 possibilidades

Considerando que nao pode haver placas com todos os algarismos nulos, os
numeros vao variar de 0001 a 9999. Logo existem 9.999 formas de dispor os
algarismos. Utilizando o principio multiplicativo novamente: para cada uma das
17.576 possibilidades de dispor as letras, temos 9999 formas de dispor os

algarismos. Logo, o numero total de placas que podem ser emitidas pelo DETRAN é:
17.576 - 9.999 = 175.742.424

Retornamos ao problema, que pode ser resolvido de modo analogo. Porém, o
professor induzira os alunos a seguirem alguns passos, necessarios para a
elaboragdo do modelo. E importante ressaltar que para os alunos, até o momento, o
objetivo € apenas calcular o numero de placas pedido. A proposta de elaborar um

modelo sera apresentada posteriormente.

O professor deve sugerir aos alunos que construam uma arvore de possibilidades
que mostre algumas opgbes da disposigdo das letras. Por exemplo, utilizando

somente as vogais: A, E, I, O, U.

| »AE|
E<o—mEo
U—AEU
E—2AIE
I<O—m|o
A L= A1
E40E

0) | —A O
U—A O
E+AUE
u<| AU
O—AUO

Acima estao listadas as possiveis sequéncias de trés letras distintas, formadas por

vogais e comegadas com a letra A.

Algumas sequéncias listadas, com o uso da arvore de possibilidades, levam o aluno

a perceber se fara a correta contagem das possibilidades de acordo com o
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problema. Além de observar que todas as sequéncias possuem letras distintas,
como foi pedido no problema, o aluno observa também que a ordem das letras muda

a sequéncia. Por exemplo, as placas AEI-1234 e AIE-1234 sao diferentes.

Interpretado o problema, o professor distribuira as letras do alfabeto entre os grupos
e pedira que cada grupo calcule o numero de seqiéncias que podem ser formadas

com as letras dadas. Supondo que foram formados oito grupos, temos a seguinte

distribuicao:
Grupos 1e2 3ed 5e6 7e8
Letras ABCDE FGHIJK LMNOPQR | STUVWXYZ
N° de letras 5 6 7 8

Pelo principio multiplicativo, teremos os seguintes resultados:

Grupos 1e2 3ed 5e6 7e8

Letras ABCDE FGHIJK LMNOPQR | STUVWXYZ

Resultado | 5-4-3=60 | 6-5-4=120 7-6-5=210 8-7-6=336

Em cada caso, foi calculada a quantidade de sequéncias possiveis formadas por
trés letras distintas dentre as letras dadas. Em linguagem matematica, dizemos

nesse caso que fizemos arranjos das letras dadas tomadas 3 a 3.

Por exemplo, no caso dos grupos 1 e 2, dizemos que fizemos arranjos das 5 letras
tomadas 3 a 3. E o numero desses arranjos é 60. Indicamos assim:
A;=5-4-3=60.

Nos problemas de contagem, o conceito de arranjo esta diretamente associado a

nogao de escolher sequéncias:

e A B C é uma sequéncia, sendo A o 1° elemento, B 0 2° elemento e C 0 3°

elemento desta sequéncia.
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e A C B é outra sequéncia, diferente da anterior, sendo A o 1° elemento, C o0 2°

elemento e B o 3° elemento.

Percebemos entdo que, mudando a ordem dos elementos, mudamos a sequéncia.

Apods o professor apresentar as primeiras idéias sobre arranjos, levara os alunos a
perceberem que para calcular o numero de arranjos em qualquer caso, deverao
levar em consideragcdo duas variaveis: a quantidade total de elementos dados e a
quantidade de elementos que cada sequéncia tera.

Por exemplo, os grupos 3 e 4 receberam as letras F, G, H, |, J e K e determinaram
quantas sequéncias de trés letras distintas podem ser formadas com elas. Para isso,
utilizaram o principio multiplicativo: 6 - 5 - 4. Nesta multiplicagdo, reparamos que o
numero de fatores corresponde ao numero de letras (elementos) de cada sequéncia

e o primeiro fator corresponde ao numero total de letras (elementos) dadas.

ApoOs identificar quais sdo as variaveis envolvidas para o calculo do numero de
arranjos em qualquer caso, os alunos estardo preparados para tentar encontrar uma

expressao que permita fazer este calculo para um caso geral.

Com isso, o professor pode fazer o seguinte questionamento: Como calcular o
numero total de arranjos, no caso geral de n elementos, tomados p a p, com n>p,

ou seja, como calcular A, ,?

O objetivo aqui, que deve ficar claro para os alunos, & encontrar uma férmula que

permite calcular o numero total de arranjos neste caso geral.

E provavel que os alunos apresentem dificuldades para progredir nesta etapa,
porém o professor como mediador do processo conduzira os alunos no

desenvolvimento do modelo.

Para calcular o numero de sequéncias formadas pelas letras, os alunos usaram o

principio multiplicativo:
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Grupos 1e?2 3e4 5e6 7¢e8
Letras ABCDE FGHIJK LMNOPQR | STUVWXYZ
Operagao 5-4-3 6-5-4 7-6-5 8-7-6

Como o objetivo é encontrar uma expressdo onde aparecam as duas variaveis
citadas (quantidade total de letras dadas e quantidade de letras de cada sequéncia)

faremos uma série de operagdes.

Multiplicando e dividindo cada expressao pelo fatorial do antecessor do ultimo fator,

nao alteramos os resultados:

Grupos 1e2 3e4d 5e6 7e8
Letras ABCDE FGHIJK LMNOPQR STUVWXYZ

o . 5.4.3.2! 6-5-4-3! 7-6-5-4! 8.-7-6-5!
peragao 2! 3! 41 5!

Cada expressao obtida pode ser escrita por meio de fatoriais:

5! 6! 7! 8!

Operagao 21 a 2 51

Os numeros 5, 6, 7 e 8 que aparecem nos numeradores correspondem ao numero
de letras dadas a cada grupo, ou seja, uma das variaveis esta definida na

expressao.

Reparando ainda mais, percebemos que é possivel fixar no denominador a diferenca

entre a quantidade total de letras dadas e a quantidade de letras de cada sequéncia.

51 6! 7! 8l
(5-3)! (6-3)! (7-3)! (8-3)!

Operagao

Este padrao nos permite generalizar e escrever a expressao da seguinte forma:
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n! ) _
=—( )', onde A,, representa o numero total de arranjos de n elementos
n-p)!

tomadospap (p<n).

n,p

Esta expressao, ou férmula, € o nosso modelo procurado e permitira a resolugao do
problema que gerou o processo. Ou seja, formulado o modelo, o professor deve

propor aos alunos que retornem ao problema e o resolvam a partir desse modelo.

Primeiramente, vamos determinar o numero de sequéncias de trés letras distintas
formadas com as 26 letras do alfabeto. Ou seja, vamos calcular o numero de

arranjos de 26 elementos tomados 3 a 3.

| |
T temos: Ay, = _28! 45600

Utilizando a férmula A,= W (26 _3)!

Logo, o numero de sequéncias de letras € 15.600.

De acordo com o problema, os algarismos podem ser repetidos ou ndo. Sabemos
também que nao pode haver placas com os algarismos nulos. Isto nao foi citado no
problema, porém levaremos em considerag¢ao. Logo os numeros vao variar de 0001

a 9999, existindo 9.999 sequéncias de numeros.

Para cada 15.600 sequéncias de letras, existirdo 9.999 sequéncias de numeros.
Aplicando o principio multiplicativo novamente, concluimos que a quantidade de

placas pedida é:
15.600 - 9.999 = 155.984.400

Resolvido o problema, o professor pode apresentar a definicdo formal de Arranjo

Simples.

E importante deixar claro para os alunos que o problema poderia ser resolvido
utilizando somente o principio fundamental da contagem, porém existem outros

problemas onde a utilizacdo da formula sera necessaria para resolvé-los.
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7.4 MODELO MATEMATICO

Nesta terceira etapa do processo é feita a validacdo do modelo; o aluno utiliza o

modelo em outros problemas onde ¢é aplicado. Exemplos:

= Um clube tem 30 membros. A diretoria é formada por um presidente, um vice-
presidente, um secretario e um tesoureiro. Se uma pessoa pode ocupar
apenas um desses cargos, de quantas maneiras € possivel formar uma

diretoria?

= De quantas maneiras podemos escolher um pivd e um ala num grupo de 12

jogadores de basquete?

= Dispomos de 5 cores e queremos pintar uma faixa decorativa com 3 listras,

cada uma de uma cor. De quantas maneiras isso pode ser feito?

= Numa competicdo com 10 paises, de quantas maneiras podem ser

distribuidas as medalhas de ouro, prata e bronze?

A validagao do modelo permite ao aluno melhor compreensao ou discernimento dos
resultados obtidos. Ao verificar que o modelo atendeu as necessidades que o
geraram, procura-se descrever, deduzir ou verificar outros resultados. Ou seja, ao
fim desta etapa, o professor pode apresentar as primeiras idéias sobre as
combinagdes simples, mostrar a diferenca entre arranjos e combinacdes e levar os
alunos a deduzir a férmula das combinag¢des simples, prosseguindo assim com o

conteudo programatico.
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8 CONSIDERAGOES FINAIS

A modelagem matematica como estratégia de ensino-aprendizagem (modelagao
matematica) vem sendo implementada ha pouco mais de uma década. O trabalho
com modelagem possibilita ao aluno melhor entendimento do conteudo proposto,
despertando o seu interesse pela matematica. Isso acontece devido a aproximagao
do conteudo com a realidade. Outra caracteristica importante € que o aluno passa a
atuar buscando as informagdes e ndo as recebendo prontas, compreendendo assim

o significado do que esta estudando.

Porém, existem também os obstaculos; além da falta de orientagdo por parte dos
professores, ha também a falta de experiéncia dos alunos com este tipo de trabalho.
O primeiro passo que o professor que nao se sente preparado deve dar é estudar
sobre o0 assunto. O segundo passo € planejar, pois o planejamento é fundamental; é

preciso determinar com antecedéncia as estratégias que serao utilizadas.

No caso especifico de se aplicar a modelagem matematica ao ensino de Analise
Combinatéria, deve-se também levar em consideragdo outros fatores, como o
dominio, por parte do professor, dos principais topicos que constituem a matéria: o
principio multiplicativo, as permutagdes, etc. Além disso, o professor deve
reconhecer que a forma mais comum de se ensinar Analise Combinatéria — o
professor apresenta a férmula primeiro e em seguida os problemas — gera certa

dificuldade na interpretacao e resolucéao de problemas variados.

O professor que queira trabalhar com modelagem matematica deve ser criativo, pois
a criatividade é fundamental na escolha do tema, pois é dele que se extrai o
conteudo programatico. A criatividade é fundamental também na adaptagdo do
processo de modelagem para o ensino, ou seja, no desenvolvimento da modelagao
matematica. Vale ressaltar que a atividade que apresentamos neste trabalho € uma
adaptacao do processo de modelagem para o ensino de Analise Combinatéria, cujo

tema permitiu extrair o conteudo desejado: os arranjos simples.
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Considerando que o professor que deseja utilizar a modelagao matematica tenha
estudado e se preparado para isso, tenha um bom planejamento do processo, tenha
criatividade para fazer as devidas adaptacbes e domine os principais topicos de
Analise Combinatédria, concluimos que é possivel fazer um trabalho que favorega o

ensino dessa disciplina.

Tal favorecimento € possivel porque a modelagem torna as aulas de matematica
mais atraentes e agradaveis, possibilitando aos alunos utilizar a matematica em
diferentes situagdes do dia-a-dia, relacionar sua realidade sdcio-cultural com o
conhecimento escolar e prepara-los para a vida real, como cidadaos atuantes na

sociedade.
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